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Consideriamo una funzione convessa che sia derivabile in tutti punti
interni all’intervallo I in cui essa e` definita e da un punto x0 ∈ I
tracciamo la retta tangente al grafico di f(x)
x0
f !x0"
x
y
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Teorema
Le seguenti affermazioni sono equivalenti:
• f e` strettamente convessa;
• f(x2) > f(x1) + (x2 − x1) f ′(x1) per ogni x1, x2 ∈ I .
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Teorema
Le seguenti affermazioni sono equivalenti:
• f e` strettamente convessa;
• f(x2) > f(x1) + (x2 − x1) f ′(x1) per ogni x1, x2 ∈ I .
Corollario
Sia f strettamente convessa e derivabile. Se x ∈ I un punto critico,
allora:
f(x) = min
y∈I
f(y).
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Medie
Chiameremo media stretta una funzione di due variabili M : R+ ×
R+ → R+ tale che per ogni x, y ∈ R+
(i) M(x, y) = M(y, x)
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Medie
Chiameremo media stretta una funzione di due variabili M : R+ ×
R+ → R+ tale che per ogni x, y ∈ R+
(i) M(x, y) = M(y, x)
(ii) M(x, x) = x
(iii) se x < y allora x < M(x, y) < y
(iv) per ogni a > 0 vale M(ax, ay) = aM(x, y)
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1. A(x, y) =
x+ y
2
(media aritmetica)
2. G(x, y) =
√
xy (media geometrica)
3. H(x, y) =
1
A( 1x ,
1
y)
=
2xy
x+ y
(media armonica)
4. L(x, y) =

x− y
lnx− ln y se x 6= y
x se x = y
(media logaritmica)
5. Mp(x, y) =
(
xp + yp
2
) 1
p
, p > 0 (media potenza)
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2. G(x, y) =
√
xy (media geometrica)
3. H(x, y) =
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A( 1x ,
1
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2xy
x+ y
(media armonica)
4. L(x, y) =

x− y
lnx− ln y se x 6= y
x se x = y
(media logaritmica)
5. Mp(x, y) =
(
xp + yp
2
) 1
p
, p > 0 (media potenza)
Osserviamo che lim
p→0+
Mp(x, y) = G(x, y)
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Confronto fra medie Vale la disuguaglianza per ogni x, y > 0
H(x, y) < G(x, y) < A(x, y)
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Confronto fra medie Vale la disuguaglianza per ogni x, y > 0
H(x, y) < G(x, y) < A(x, y)
2xy
x + y
<
√
xy <
x + y
2
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Medie e Convessita`
Se f : I → R e` una funzione convessa dati n numeri αi ∈ [0, 1] tali
che
n∑
i=1
αi = 1 e dati n punti xi ∈ I si ha:
f
(
n∑
i=1
αi · xi
)
≤
n∑
i=1
αi · f(xi)
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Definizione
Se x1, . . . , xn sono n numeri strettamente positivi diremo:
• media aritmetica di x1, . . . , xn :
A(x1, . . . , xn) =
1
n
n∑
i=1
xi
• media geometrica di x1, . . . , xn :
G(x1, . . . , xn) =
[
n∏
i=1
xi
] 1
n
• media armonica di x1, . . . , xn :
H(x1, . . . , xn) =
[
1
n
n∑
i=1
1
xi
]−1
.
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Teorema
H(x1, . . . , xn) ≤ G(x1, . . . , xn) ≤ A(x1, . . . , xn)
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Teorema
H(x1, . . . , xn) ≤ G(x1, . . . , xn) ≤ A(x1, . . . , xn)
Dimostrazione. Poniamo zi = lnxi dalla convessita` di f(x) = e
x segue
che:
G(x1, . . . , xn) =
n∏
i=1
e
zi
n = exp
(
n∑
i=1
zi
n
)
≤ 1
n
n∑
i=1
exp zi = A(x1, . . . , xn)
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Teorema
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Dimostrazione. Poniamo zi = lnxi dalla convessita` di f(x) = e
x segue
che:
G(x1, . . . , xn) =
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e
zi
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(
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n
)
≤ 1
n
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exp zi = A(x1, . . . , xn)
H(x1, . . . , xn) =
1
A
(
1
x1
, . . . , 1xn
) ≤ 1
G
(
1
x1
, . . . , 1xn
) = G(x1, . . . , xn)
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Analisi asintotica
Simboli di Bachmann-Landau
Dato x0 ∈ R considereremo funzioni definite in un intervallo aperto I
contenente x0. Nel caso in cui x0 = +∞ considereremo funzioni defi-
nite su intervalli del tipo [a,+∞[, mentre se x0 = −∞ considereremo
funzioni definite su intervalli del tipo ]−∞, a].
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Simboli di Bachmann-Landau
Dato x0 ∈ R considereremo funzioni definite in un intervallo aperto I
contenente x0. Nel caso in cui x0 = +∞ considereremo funzioni defi-
nite su intervalli del tipo [a,+∞[, mentre se x0 = −∞ considereremo
funzioni definite su intervalli del tipo ]−∞, a].
Definizione
Le funzioni f e g sono equivalenti per x→ x0 se
lim
x→x0
f(x)
g(x)
= 1
In tal caso scriveremo f ∼ g per x→ x0
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Ad esempio
• x2 + x ∼ x per x→ 0
• x2 + x ∼ x2 per x→ +∞
• sinx ∼ x per x→ 0
• lnx ∼ x− 1 per x→ 1
• ln(1 + x) ∼ x per x→ 0
• √1 + x− 1 ∼ x
2
per x→ 0
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Definizione
Le funzioni f e g hanno lo stesso ordine di grandezza per x→ x0 se
lim
x→x0
f(x)
g(x)
= ` ∈ R \ {0}
In tal caso scriveremo f  g per x→ x0.
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Definizione
Le funzioni f e g hanno lo stesso ordine di grandezza per x→ x0 se
lim
x→x0
f(x)
g(x)
= ` ∈ R \ {0}
In tal caso scriveremo f  g per x→ x0.
Si usa anche la notazione f = O(g)
Ad esempio
• 1− cosx  x2 per x→ 0
• sin 3x  x per x→ 0
• √1 + 2x2  x per x→ +∞
• lnx  3(x− 1) per x→ 1
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Osservazione
Se f ∼ g allora f  g ma non viceversa. Infatti se ad esempio
prendiamo f(x) = ln(1 + x) e g(x) = x e` f ∼ g ed anche f  g
per x → 0. D’altra parte se invece prendiamo f(x) = ln(1 + 2x) e
g(x) = x si ha f  g ma non f ∼ g per x→ 0.
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Osservazione
Se f ∼ g allora f  g ma non viceversa. Infatti se ad esempio
prendiamo f(x) = ln(1 + x) e g(x) = x e` f ∼ g ed anche f  g
per x → 0. D’altra parte se invece prendiamo f(x) = ln(1 + 2x) e
g(x) = x si ha f  g ma non f ∼ g per x→ 0.
Osservazione
Se le funzioni f e g sono entrambe infinitesime o infinite per x → x0
non possiamo dire a priori che esse siano equivalenti o dello stesso
ordine di grandezza per il fatto che il limite del loro quoziente in tale
caso e` una forma indeterminata.
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(a) f ∼ f
(b) f ∼ g =⇒ g ∼ f
(c) f ∼ g, g ∼ h =⇒ f ∼ h
(d) se ` 6= 0, ∞, e f → `, g → ` =⇒
f ∼ g
(e) f → ` e f ∼ g =⇒ g → `
(α) f  f
(β) f  g =⇒ g  f
(γ) f  g, g  h =⇒ f  h
(δ) f → ` 6= 0 [ o ∞] e g → m 6=
0 [ o ∞] =⇒ f  g
(ε) f → 0 [ o ∞], e g  f =⇒ g →
0 [ o ∞]
15/18 Pi?
22333ML232
Osservazione
Le relazioni ∼ e  non godono di proprieta` additive, nel senso che se
assumiamo che valgano f1 ∼ g1 e f2 ∼ g2 in generale non e` vero che
f1 + f2 ∼ g1 + g2 e lo stesso accade anche per la relazione  . Infatti
basta considerare il caso in cui f1(x) = x, g1(x) = x, f2(x) = x
2− x e
g2(x) = x
3 − x per x→ 0.
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Definizione
Diremo che f o-piccolo di g per x → x0 e scriveremo f = o(g) per
x→ x0 se
lim
x→x0
f(x)
g(x)
= 0
Si dice anche che f e` trascurabile rispetto a g per x→ x0
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Definizione
Diremo che f o-piccolo di g per x → x0 e scriveremo f = o(g) per
x→ x0 se
lim
x→x0
f(x)
g(x)
= 0
Si dice anche che f e` trascurabile rispetto a g per x→ x0
Osservazione
f = o(1) e` equivalente a lim
x→x0
f(x) = 0 mentre 1 = o(f) e` equivalente
a lim
x→x0
f(x) =∞
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Esempi
• x2 = o(x) per x→ 0
• x = o(x2) per x→∞
• 1− cosx = o(x) per x→ 0
• x− sinx = o(x2) per x→ 0
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Osservazione
(a) f = o(g), g = o(h) =⇒ f = o(h)
(b) f1 = o(g1), f2 = o(g2) =⇒ f1f2 = o(g1g2)
(c) f1  g1, f2 = o(g2) =⇒ f1f2 = o(g1g2)
(d) f ∼ g ⇐⇒ f − g = o(g)
